
University of Technology Sydney

Faculty of Engineering and Information Technology

Error Exponent Analysis in Quantum Information 
Theory

Hao-Chung Cheng

Supervisor: Min-Hsiu Hsieh

Co-supervisor: Marco Tomamichel

This dissertation is submitted for the degree of

Doctor of Philosophy

October 2018



Production Note:

Signature removed prior to publication.



��������

����� �������� 	�	
��
� 	
�� 	� ��	
�	�
�� ��� ��������
	
 ���	�
��� �� ��� �������	��� �� ���

�����
�
�� ������ �
��� 	 ����	
� ���� ���
�� �	��� �� 
� 	���	�
� 	 �
��
��	�� ����	��� ���
� 
� 
��

����	�
�� ������ ���	��� ��� 	�	
��
� ��	�	����
��� ��� ��	������ ������� ��� ����� ����	�


�� �� 	�


�����	�
�� �	��� ��� �
�� �� ��� ���
�� ������� 	�� ��� ���
�� �	�� ��	� ������
��� ��� � �
����

�� ��� �	��� �� ��
� ����
�� �� �
�� 	� �����
�
�� �� ����� �������� 	�	
��
� �� ��� 
�����	�� !�	��

��� 
�����	�
�� �������
�� �������
�"�
	��
�	
 �	�	 ��������
�� �
�� !�	���� �
�� 
�����	�
��� 	��

�
	��
�	
 ������
�	�
��� ���� !�	���� ��	���
��

#� ���� ����� �����	��
	
 �������
�� �� �	�
��� �������� �����
���� ��
�� 	

�� �� �� ������ ��	�	��

���
�� ��� ����� ���	�
���� �� ��� �	���� $������ �� ���	�

�� 	����	�� 	��
��	�


�� 	�� ���
�	

�� ��
��

�
���
����� ������ ��� ��� ���
�	
 ����� ����	�


��� ����
�
�� �����
 	�� ��	���	�
� ������	��� ���

������ !�	���� 
�����	�
�� ������
��� ���
��� %
�	

�� �� ������ ��� ����� �������� 	�	
��
� �� 	

���� �����	
 ����
�� ����� ��� ���
�� �	�� 
� ��� ���� 	������� 	 ����	��� ���
� ����� 	� ����

��	�� ���
	�
�� 	�	
��
�� �� ����� ������ �� ���� ��	� ��� �	�	 �������� �	� �� ��

	�
� ���� ���

��������
�� �	�� 	����	���� ��� ����
�
��	
 ������� �
��
�� 	�� ��� ��

	�
� ������
�	�
�� ���� 	

�
	��
�	
�!�	���� ��	���
 
� ����
�
� 	� ��� ��	���
��
�� �	�� 	����	���� ��	���
 �	�	�
�� �
��
��

&�
� 

�� �� ����	��� 

�� 
� ��� 
��������
�� �� ��	�
��
�	
 	�	
��
�� �	��
� 	�	
��
�� 	�� 
�����	�
��

������� &���� ��� �����
!��� ���
���� 
� ��
� ����
�� ���
� ������
	

� �� 	��

�	�
� �� �	�
��� 	��	�

���� 	� �
	��
�	
 	�� !�	���� 
�����	�
�� ������
��� ������
�� 	�� ���
�	�
�� ������� ��	�
��
��� 	��

��������

�������� ' ����� �������� 	�	
��
�� �����	�� ���
	�
�� 	�	
��
�� !�	���� 
�����	�
�� ������� �
	��
�	
�

!�	���� ��	���
� $
��
	��#�
� ���
��� !�	���� �
�� 
�����	�
��� ��

	�


�� �����
��� 
	��� ���
	�
��

������� �	��
� 	�	
��
��



��������	
�����


� ��������	 
���
 �	 ���������� �������� ����� ��� ������������� ����� ���������� ��� ������� ��

��
� 
�� �������� ���� �� ����
�� �������
��� 
����	� ����� 
���� ������������ � ����� 
�� 
��������

��� 
��������� �� ����
�� �������
���� ����
�� ������� ��������� ����
�� ���
����� ��������

��
������� ��� ��
�� ����	���� � �����
 ����� 
��� 
����� ��
���
 
���� �����

� ���
 
� 
���
 ��������
	 �� ���������	 !	���	 ��� "��
�� ��� #���
�� !��
���� ��� �������
���

$��!%#|!�〉& ��� ���������	 ��������� �� 
�� �������� ������
 ��
 ���	 ��� �	 ������ �� !	���	�

'��
������ (�
 ���� ��� 
�� 
����� ������� 
� ���	 �������� ������������ �)� �
������	 ���
�����

� ����� ��
� 
� 
���
 ��� 
�� ���(���� �
�*� ��� �
����
� �� ��!%#|!�〉 ��� ��� 	��� ������
 �� �	

�
��	 �� !	���	� '�� �� 	�� 
���� �� � ��
� � ���� ���
 
� 
���
 �	 ���� �������% +�(����� !������

,����� -����� "�����.�� /��� .����� 0��� '��	� ��� 1������ .�� ��
� �	 ���� �� !	���	 ����
����

� ���
 
� 
���
 �	 �����(���
��� 2���� 3����4��� +�

�� -��� 2� ������� 5� 6��� 7��89 3�
�(�:���

��� ,�� �	���� �)� �� ����	 ��� ���
���� ���� ���
��� ��
� 	���

5��
 (�
 ��
 ����
� � ���
 
� 
���
 �	 ���� �����	� ����
 	�� ��� ������
��� �� ����� ���
 �

��
� �� ����	�� ���� 
����� �� ������
�� 
� 	�� ����



��������

���� �� ���	
�� ��

���� �� 
����� �

� ���
��	����� �

��� ������	
��
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� �
���
� ���	�����	� ��	��

��� ��	�	�	�
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

����� ���	�����	� ��	���� ���� � �
���
� ������ ��	
��� �	���� � � � � � � � � � � !

����� ���	�����	� "���
��

�	� 	#�� � �
���
� ������� �������� �	���� � � � � � $

��% &��� �	����'
��	�
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (

��� ���
��
�� 	� ��� "��
�
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ��������	�
� �


� ������������ 
���� ��

��� &����) *���+
�
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ,���� -�#����	� "��	�+ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(

� �	���	� ���
���� �	�������� ��� �������� � 

%�� �
���
� ./�+� ��#������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$

%�� �	�����	��� ./�+� 0���	�+ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(

%�% ./�+� ��� *
�

��� ���	�����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %1

� �	���	� !"�������� 
������ �#

��� *����#�'����+ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �1

��� 2��������+ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� 3


'�
�4�5�	6� -�
���'
��	�
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ��		�
 	� "��	��� ��� ��� �	�	����+ ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��% &	������ -�#����	� *���+
�
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$

��%�� ��		� 	� "��	��� ��! � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �7

��%�� ��		� 	� "��	��� ��8 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !�

�� �
������
 �������	��� �	����� ��	� � ����	�� ��
��� ��

$ �

�
 �%������ �	������� &'�	
�� (�����) $$

!�� 9������	��� .����
������	�
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !8

!�� ��	������
 	� *
)�����+ :
����	�
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !$

!���� ��		� 	� ��	�	
���	� !�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !7

!���� ��		� 	� ��	�	
���	� !�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 8�

!�% ��	������
 	� 0��	� 0)�	���� :
����	�
 ��� ������4�	��� � � � � � � � � � � � � � � � � 8�

�



�������� ��

� 	
���
������� �����
� ������� ��

��� ������ ���	
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �


��� �������������� ���	
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ���������� �����
� ������� ��


�� �������� �����	�� ����� ����������� �������  ���
����! � � � � � � � � � � � � � � � 
"


�� #	��$ �$ %&��  ���'�( ����	�) 
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
�

�  ������� !�
������ 	����"�" �����
� ������� ��

*�� +��)�����
 ,-�&����� �$ ,		�	 ,-������ &	���� �'���&��.�'$ /�)�� � � � � � � � � � � *�

��� ��������� ��	
���
�
� ����������
� 
��� � ����
�� ������� ��

# ����� �$������ %��
����" �������� ������� �&

��� 0&	�&����&'  ��	�����&����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � *


��� #	���	���� �$ +�-�'�&	� 1��
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2

����� #	��$ �$ #	��������� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"

����� #	��$ �$ #	��������� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*

����" #	��$ �$ #	��������� ��" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �22

����3 #	��$ �$ #	��������� ��3 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �22

��" #	���	���� �$ ,		�	 ,-������ 1��
����� &�� �&��'��#���� � � � � � � � � � � � � � � � � �2�

��"�� #	��$ �$ #	��������� ��4 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �23

��"�� #	��$ �$ #	��������� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��2

'( 	
���
������� �������� ������� '')

�2��  &���) ����� 5��� ������ ,���)6'� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��"

�2��  &���) ����� 5��� �����&�� ��)�������� ,���)6'� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

'' ���������� �������� ������� ')(

���� /���	&��	�  ����5 �$ �'&���
&' ����	��#&
7��� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� + .�&7 ����	��#&
7��� ����� ��& .�'$�5��8 ��	��� �����	�� � � � � � � � � � � � � � ��"

������ #	��$ �$ .�'$�5��89� ��	��� �����	��( #	��������� ���� � � � � � � � � � � � � � � ��4

���" + ��	��� ����	��#&
7��� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���"�� �������� �����	�� ����� ����������� �������  ���
����! � � � � � � � � � � � ��


���"�� ���6�����9� ���� �����	�� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��


���"�" + ��&	� �����	�� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"2

���"�3 :��$�	) ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �""

���"�4 #	��$� �$ %&��  ���'�( ����	�) ���� &�� ��	�''&	� ���� � � � � � � � � � � � � � �"


���3 ��))��	�
 �'&���
&'�;�&���) ��&���'� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"�

')  ������� !�
������ 	����"�" �������� ������� '*)

���� #	��$ �$ +
����&6�'���( ����	�) ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �3"

���� #	��$ �$ ����)&'���( ����	�) ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �33

���" +��)�����
 ,-�&������ �$ ,		�	�,-������ &	���� �&�&
��� � � � � � � � � � � � � � � � �3*

'� ���
��"���" ��� ���� �������" '&)

�"�� ���� #	�6'�)� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �4"

�"���� #	���	���� �$ ,		�	 ,-������ 1��
����� &�� +�-�'�&	� 1��
����� � � � � � � � � �4"

�"���� +
����&�6�'���<  &���) ������ ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �43

�"���" ����)&'���< ����	��#&
7��� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �44

�"���3 %���	&�� ����&���� +�&'���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �4�



�������� ���

��	
���
���� ���



���� �� ���	
��

��� �� ��� ��	�
 n ��
��� �� � ��������� ������ X ����� �� ���������� ���� � ���
��� ������

B� �� ���
���� ��� ������ �
�� �
 �
��� ��� In 	�� ��� �
����� En� �
� ���
 
������
� ������
� 	�� Dn ����� ��� ������ �� ��� ���� �
��������
 ρBn � ���� ������ ��� ���
��

X̂n ���� ���������� ��
������ X n� ��� ������� Dn ���� �� � ������ �� 
�����	� �
�������

	����� ���������
� �� !"#
{
Π

(wn)
Xn

}
wn∈In

� ��� ���������� ��
�� �
������ ���������

�
��������
� ����� ��� ���������� ��
�� ���
� ��� ���
��� �
��������
� � � � � � � � � � $

��% �� �
���� ��� ����������# ������� m �� �
 n�����&��
��� �����
�� xn� ���
� �

��
�����
�� ���� �� ��

�� �� �
 n�
������ ���

�� ���
�� �����W⊗n

xn � '������ ��� ��������

� 
�����	� �
�������	����� ���������
� �� !"#� �������� ��� ���

�� ���
�� ����� ��

�����
 ��� ��������� ������� m̂� ��� ���������� ��
�� �
������ ��������� �
��������
�
����� ��� ���������� ��
�� ���
� ��� ���
��� �
��������
� � � � � � � � � � � � � � � � � (

��) *�������� �� ��� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%

+�� ���� ,���� ����������� ����� ����� �� ��� ����
� �
�����
��&�
� ��
�
�
� E��(R) �	��
R ≥ 0� -
 ��� ,��� ���� 0 = R∞ < CW ���� ���� ,����#� E��(R) �� �
�� �
,
��� ��
R = 0 �
� ,
��� ���������� -
 ��� ����
� ���� 0 < R∞ < CW ���� ��
���� ,����#�

E��(R) = +∞ ��� R < R∞� �
� E��(R) < +∞ ��� R ≥ R∞� -
 ��� ����� ����

0 < R∞ = CW ���� ����� ,����#� E��(R) = +∞ ��� R < CW � �
� E��(R) = 0 ���
R ≥ CW � ������� ���� �� ��
�������� �� ������ R∞ < CW �� ������� ��� ���� ����

���������� ���� 
�
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �./

�)�� *
�����
��&�
� ��
�
�
�� �
 ��� ���
��� �
��������
 
�������
� 
��������� � � � � � � �/)

�	



���� �� ��	
��

��� ���� ����	 
��
��	� ��	 ����
����
 	���� �	������� �� ������� ��
���	��� �	����� ��� 
�����
���

������� 
����	� 
����� �� ���		 	���� 
���������� �	���	�� ��� ����	 	���� �
	����� ����� ��	�

��	��� ���� �	���� 	���� ����	���	 �	������� 
���
�
�	�� ��� ����� ����� 	���� �����	 �	�������


���
�
�	�� ��	 �������� Sn �	���	� ��	 ��� �� n ���	
	��	�� ��� ��	���
���� ���������	�

������ �������	� ���� �	�� �	�� ��� ������
	 v� ��	 	�
��	�� Λ∗ �� ��	  	�	���	�!	�
�	�
��������� �� ��	 ��������	� 
������� �	�	������ ���
���� �� Sn "#$� ��	 	���� α̂exp{−nr} �� �	�
%�	� �� ��	 ������� ��
	�& 	���� ���� ��	 ��
	�&& 	���� �����	� ���� exp{−nr}� ��	 ��������	�
D ��� V �� ��	 ��
���	��� �	����� 
����� �	���	 ��	 ������� �	�����	 	����
� ��� ��	 �	�����	

	����
� ������
	� �	�
	
���	��� ��	 �
����� 	���� 
���������� ���� ���
'�	���� n ��� ���	 R ��

�	���	� �� ε∗(n,R)� ��	 ��������	� C ��� V �� ��	 
����	� 
����� 
����� ����
��	 ��	 
����	�


�
�
��� ��� ��	 
����	� ���
	������ �	�
	
���	��� ��	 �	��	�
	 (an)n∈N �����%	� (�� �#�)�� ��	

�������� E(R) �� ��	 �	��������� ���
���� �� ��	 
�����
���������� 
����	� "*$� ��� ��� ��� �		�

����� 
����
�	���	� �	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

���� ������	
 ��
���������	� ���	�� ��� �������� �� ��� 

� ���	� �� �	�
� �������	�

 ��

�����
�
����� ���� �
�

�� �� 	�
 

�� ��� ����	��	
 �	 

� ��	�
�	
 �������
��	 ������

����� � �� � 

� �����
�
��� �! f(n) �	� g(n)� � � 

� ��������	��	� ��" ��	�����#�
��	��

$
� ������
�� t �	 ���� ��� �	� �!� �� ����  ���� �	 

� ��	�� t > 1/2� �	� � �� �
�

��



��� ����� �%��	�	
 �%�������	� !�� ��" �
�		��� ��� �	 

� �
��	� !��� �&"� ���'�� ��

���� !��� �&"� ��(������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(�

�)�� $
� ���������	 �! 

� ����� �%��	�	
 �	������ !�� *�����	�+��! ����	� ��

 "��	
��

���� �	!����
��	 �	� ����������"��	
�� �
�		�� ����	�� +� 	�
� 

�
 �� �	�� ��
��	��

�����
���� ��
�� �����
� �����
� ����� ��

 

� �%��	�	
 E↓
� (R) �	�
��� �! E�(R)�� � � � ��(

 


	Title Page
	Certification of Original Authorship
	Abstract
	Acknowledgements
	Contents
	List of Figures
	List of Tables



